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基于时空分数阶导数模型的潜流带溶质运移模拟

鲁程鹏１，林雨竹１，张勇２，秦巍１，吴成城１，刘波１，束龙仓１

（１．河海大学水文水资源学院，江苏 南京２１００９８；

２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＧｅｏｌｏｇｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓｏｆＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｌａｂａｍａ，ＴｕｓｃａｌｏｏｓａＵＳＡＡＬ３５４８７）

摘要：为弥补传统整数阶导数对流弥散方程在潜流带溶质运移模拟时难以描述介质非均质性引起的溶质运移的不

足，在潜流带溶质运移模型中引入时空分数阶导数项，分别从一维和二维角度出发对分数阶导数方法在潜流带溶质

运移模拟中的适用性进行讨论。研究发现：时间分数阶阶数α体现溶质运移过程的滞时效应，使穿透曲线具有明显

的拖尾特征；空间分数阶阶数β刻画介质非均质性引起的溶质超扩散现象。参数敏感性分析结果表明：引入分数阶

方法相较于传统对流弥散方程使得方程对流速和弥散系数改变的敏感性增强，解决了传统整数阶方法无法准确描

述潜流带中介质强非均质性的缺陷。野外示踪试验进一步证明：由于潜流带中介质非均质性强且存在多维流的特

点，传统二维整数阶对流扩散方程对溶质运移过程刻画存在不足；一维分数阶导数模型在模拟潜流带溶质运移时，

能够更准确计算溶质浓度峰现时间，描述穿透曲线拖尾现象；二维分数阶导数模型受到不同方向参数设置的影响，

在没有纵深方向介质差异导致的水流、介质参数差异的前提下，模拟水平面内溶质扩散过程更具适用性。

关键词：时空分数阶模型；潜流带；溶质运移；滞时效应；非均质性

中图分类号：ＴＶ２１３；Ｐ６４１　　文献标志码：Ａ　　开放科学（资源服务）标志码（ＯＳＩＤ）：

　　潜流带是河道内地表地下水相互作用的饱水

沉积层，连接河道及地下水体，三者的生物、物理、

化学特性彼此影响［１］。潜流带中发生的物质交换

常被认为是影响河道污染物迁移及能量交换的基

本过程。河道中的溶质粒子常随水流进入潜流带

停留一段时间，最终在下游某些点返回河流。潜

流带中的溶质运移很好地解释了河道地表及地下

水体间的物质联系，因此探究潜流带中的溶质迁

移规律对于进一步了解河道内反应性运输和生物

吸收十分重要［２］。

潜流带沉积物在空间上不均匀分布以及河道的

物理化学性质、生物地球化学过程、温度变化、地表

地下水位波动都会对河床介质的非均质性产生影

响，渗透系数的空间差异性是这种非均质性的重要

表征：Ｔａｎｇ等
［３］设置了不同介质条件模拟非均质介

质中饱和流的水流通量交换情况，发现渗透系数的

差异会对模拟结果影响较大；Ｗａｎｇ等
［４６］发现天然

河道中水平面内顺水流方向的河床渗透系数没有明

显变化，而纵深方向介质具有较强非均质性；Ｒｅｎ

等［７］发现渗透系数对孔隙度变化十分敏感，具体表

现在大孔隙是过流的主要通道，但较大的孔隙通道

在压实过程中总是被提前关闭；Ｌｅｕｎｇ等
［８］发现河

床温度可以影响水的黏度进而改变介质渗透系数；

Ｚｈｕ等
［９］研究发现微生物空间中生长产生阻塞作用

会降低局部介质的渗透性；活性矿物质或离子的

氧化和凝胶状物质的形成同样也会通过影响河床

电位梯度控制潜流交换的速率［１０］。当前针对模拟

潜流带溶质过程的模型已经十分丰富：Ｓｉｎｇｈ

等［１１］提出了一种降阶模型用于模拟流量变化和河

床地形相互作用影响下的潜流交换特征；Ａｄｕ
［１２］
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运用解析法构造了一种非点源混合单元模型，模

拟得到的穿透曲线与现场示踪剂测试结果拟合程

度较好；Ｓｈｅｒｍａｎ等
［１３］构建了随机游走拉格朗日

模型提高了溶质粒子在介质中的迁移运动模拟的

精确度；对流弥散方程作为地下水溶质运移的基

础理论方程也依然被广泛应用于示踪模拟。但现

有方法往往忽略了河床介质的非均质性，增大了对

污染物迁移模拟的不准确性［５］，近几年出现的分数

阶方法在数学层面上解释了由介质非均质性引起的

溶质粒子随机运动问题，将影响粒子迁移的因素转

化为时间、空间分数阶导数综合判断，具有良好的模

拟效果。

基于Ｆｉｃｋ定律得到的经典的对流弥散方程已

被广泛运用于地下水溶质运移模拟，但针对潜流带

这一结构特殊、介质非均质性强且水流方向复杂的

多孔介质，溶质易呈现拖尾及非高斯分布的反常扩

散特征，传统对流弥散方程模型很难准确描述这类

非局域性特征［１４］。分数阶模型将偏微分方程中求

导的整数阶数变为分数，已被证明在描述物质的反

常扩散方面具有物理意义明确、可描述介质非均质

性等优势［１４１５］。当前针对分数阶方法的研究多集中

于算法的开发（数值稳定、快速求解）［１６２０］，而在分数

阶的应用领域的探索主要集中于模拟饱和热传导问

题［２１２２］、非饱和土壤水分扩散［２３２４］、土柱沙箱试

验［２５２６］、泥沙运动等方面［２７２８］。本文将时空分数阶

模型首次引入潜流带溶质运移问题，与传统整数阶

模型结果进行对比，试图探究分数阶方法对应实际

问题的物理意义以及对于水流介质参数的灵敏性，

最后结合野外现场示踪试验数据，分别在一维和二

维两个维度探索分数阶方法在潜流带溶质运移方面

的应用效果与前景。

１　时空分数阶模型的建立及数值解法

１．１　模型建立

在传统对流弥散方程基础上分别引入时间、

空间分数阶导数，建立时空分数阶二维对流弥散

方程

α犆（狓，狔，狋）

狋α
＝
犇狓
犚ｄ
β犆（狓，狔，狋）

狓β
－
犞狓
犚ｄ
犆（狓，狔，狋）

狓
＋

犇狔
犚ｄ
β犆（狓，狔，狋）

狔β
－
犞狔
犚ｄ
犆（狓，狔，狋）

狔
＋犳（狓，狔，狋） （１）

式中：犆（狓，狔，狋）为溶质浓度；犞和犇分别为介质中的平

均流速和弥散系数；犚ｄ表示阻滞因子；犳（狓，狔，狋）表

示源汇项。α（０＜α１）为时间分数阶导数，使用

Ｃａｐｕｔｏ式求解：当α＝１时，方程化为空间分数阶对

流弥散方程；β（１＜β２）为空间分数阶导数，使用

ＲｉｅｍｍａｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ式求解：当β＝２时，方程化为时

间分数阶对流弥散方程；当α＝１，β＝２时，方程简

化为传统对流弥散方程。设置初始条件和边界条

件分别为

犆（狓，狔，０）＝Ψ（狓）

犆（０，０，狋）＝０，犆（狓，０，狋）＝φ１（狋），犆（０，狔，狋）＝φ２（狋）
（２）

式中：狓、狔和狋分别为狓、狔和狋方向的边界。

１．２　数值解法

采用Ｌｉｕ
［２９］开发的已被证明稳定收敛的一维时

空分数阶数值解法，并采用稳定的差分法将方程扩

展至二维条件［３０３１］，实现二维时空分数阶数值解的

运算。

定义时间间隔τ＝
犜
狋狀
，空间间隔犺狓＝

犡
犿
，犺狔＝

犢
狀

的空间网格。犆（狓犻，狔犼，狋犽）为方程的数值解，其中：狓犻＝

犻犺狓；狔犼＝犼犺狔；狋犽＝犽τ。Δ犆（狓犻，狔犼，狋犽），狋＝犆（狓犻，狔犼，狋犽＋１）－

犆（狓犻，狔犼，狋犽）。

分数阶导数分别离散为

α犆（狓
犻
，狔
犼
，狋
犽
）

狋α
＝
τ
－α

Γ（２－α）
∑
犽

狆＝０
犫狆Δ犆（狓犻，狔犼，狋犽－狆），狋＋犗

（τ）

（３）

β犆（狓
犻
，狔
犼
，狋犽＋１

）

狓β
＝
１
犺β狓
∑
犻＋１

狆＝０
犵
（１）
狆 犆（狓

犻
－（狆－１）犺狓

，狔犼
，狋犽＋１

）＋

犗（犺狓） （４）

β犆（狓
犻
，狔
犼
，狋
犽＋１

）

狔β
＝
１
犺β狔∑

犼＋１

狆＝０

犵
（１）
狆 犆（狓

犻
，狔
犼
－（狆－１）犺

狔
，狋
犽＋１

）＋

犗（犺狔） （５）

其中，犫狆＝（狆＋１）
１－α－狆

１－α，犼＝０，１，２，…，狋狀。

犵
（１）
０ ＝１，犵

（１）
狆 ＝（－１）

狆β（β－１）…（β－狆＋１）

狆！
，

狆＝１，２，…，犻＋１。 （６）

犵
（２）
０ ＝１，犵

（２）
狆 ＝（－１）

狇β（β－１）…（β－狀＋１）

狀！
，

狇＝１，２，…，犼＋１。 （７）

设置狉
（１）
狓犻，犼，犽
＝
犞狓ταΓ（２－α）

犚ｄ犺狓
，狉
（２）
狓犻，犼，犽
＝
犇狓ταΓ（２－α）

犚ｄ犺β狓
，

狉
（１）
狔犻，犼，犽
＝
犞狔τ

αΓ（２－α）

犚ｄ犺狔
，狉
（２）
狔犻，犼，犽

＝
犇狔τ

αΓ（２－α）

犚ｄ犺β狔
，犳犽犻，犼＝

犳（犻犺狓，犼犺狔，犽τ），犱
犽
犻，犼＝τ

αΓ（２－α）犳犽犻，犼。

代入式（１）得到隐式差分格式为

∑
犽

狆＝０

犫狆Δ犆
犽－狆
（犻，犼），狋＝－狉

（１）
狓犻，犼，犽＋１∑

犻

犺＝０

犵
（１）
犺 犆

犽＋１
犻－犺，犼＋

狉
（２）
狓犻，犼，犽＋１∑

犻＋１

犺＝０

犵
（２）
犺 犆

犽＋１
犻＋１－犺，犼－狉

（１）
狔犻，犼，犽＋１∑

犼

犾＝０

犵
（１）
犾 犆

犽＋１
犻，犼－犾＋

狉
（２）
狔犻，犼，犽＋１∑

犼＋１

犾＝０

犵
（２）
狀 犆

犽＋１
犻，犼＋１－犾＋犱

犽＋１
犻，犼

（８）
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其中，犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２…，狀；犽＝０，１，２，…，

狋狀－１。

得到时空分数阶方程的数值解为

Ｃ犽＋１犻，犼 ＝犫犽狌
０
犻，犼＋犱

犽＋１
犻，犼 ＋∑

犽－１

犾＝０

（犫犾－犫犾＋１）狌
犽－犾
犻，犼 －

狉
（１）
狓犻，犼，犽＋１∑

犻

狆＝０

犵
（１）
狆 犆

犽＋１
犻－狆，犼＋狉

（２）
狓犻，犼，犽＋１∑

犻＋１

狆＝０

犵
（２）
狆 犆

犽＋１
犻－狆＋１，犼－

狉
（１）
狔犻，犼，犽＋１∑

犼

狇＝０

犵
（１）
狇 犆

犽＋１
犻，犼－狇＋狉

（２）
狔犻，犼，犽＋１∑

犼＋１

狇＝０

犵
（２）
狇 犆

犽＋１
犻，犼－狇＋１

（９）

２　分数阶阶数对溶质运移过程的影响

２．１　分数阶阶数物理意义

参考周璐莹等［３１］对理想算例的讨论方法，设置

理想条件（溶质浓度为均一化浓度）：一维空间（０，１０

ｍ），计算时间１００ｍｉｎ。初始时刻，在狓＝６０ｍ瞬时

释放１００单位点源溶质，取弥散系数犇＝０．１５ｍ２／

ｍｉｎ，对流流速狏＝０．０１ｍ／ｍｉｎ。

模型中固定β＝２，分别设置α＝０．２、０．４、０．６、

０．８、１．０，计算狓＝６ｍ处的穿透曲线以及狋＝１５ｍｉｎ

时的溶质扩散曲线，研究α的变化对溶质运移的影

响，结果见图１。由图１可以看出：在穿透曲线图

１（ａ）中，随α减小，穿透曲线的峰现时间滞后，峰值

变小，同时浓度的下降速度也减缓，穿透曲线的偏态

性增强，扩散稳定后溶质浓度高，即α减小扩散拖尾

现象越明显；在溶质扩散曲线图１（ｂ）中，随α减小，

溶质的峰向上游移动，扩散减缓，扩散曲线的偏态性

增强，扩散趋于稳定后溶质的浓度变高，这也与图

１（ａ）中反映的扩散曲线特征吻合。

图１　不同α和β在狓＝６ｍ处的归一化穿透曲线及狋＝１５ｍｉｎ时刻的归一化溶质扩散曲线

Ｆｉｇ．１　Ｂｒｅａｋｔｈｒｏｕｇｈｃｕｒｖｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔαａｎｄβａｔ狓＝６ｍａｎｄｓｏｌｕｔｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓａｔ狋＝１５ｍｉｎ

　　结合扩散行为的物理意义及分数阶阶数的物

理意义：时间分数阶α表征扩散行为的历史记忆

性，即历史上某点所有时刻的溶质浓度均对当前

浓度产生影响，也即扩散在非均质介质中的滞时

效应。α值越小，溶质在介质中的滞时效应越大，扩

散减缓，穿透曲线趋于扁平，扩散达到稳定时的溶质

浓度也越大。历史记忆性使得反常扩散比正常的扩

散过程更慢。

在前述计算条件下，固定α＝１，分别设置β＝

１．２、１．４、１．６、１．８、２．０，计算狓＝６ｍ处的穿透曲

线以及狋＝１５ｍｉｎ时的溶质扩散曲线，研究β的变

化对溶质运移的影响，结果如见图１（ｃ）、１（ｄ）。可

观察到：在图１（ｃ）中，随β增大，穿透曲线的峰现

时间及趋于稳定的时间均延后，峰值变大，同时浓

度的下降速度也增加，即β增大，溶质的扩散过程

加快；在图１（ｄ）中，随β减小，溶质的峰向上游移

动，且峰值变大，即溶质的扩散过程减缓，扩散趋

于稳定后溶质的浓度增大，这也与图１（ｃ）中反映的

·８０５·

第２０卷 第３期　南水北调与水利科技（中英文）　２０２２年６月　



生态与环境

扩散曲线特征吻合。

结合扩散行为的物理意义及分数阶阶数的物理

意义：空间分数阶β表征扩散行为的空间非局域性，

即同一时刻空间上的所有点（而非相邻点）都对某点

的浓度产生影响，也即扩散在非均质介质中的尺度

效应。这种非局域性使得扩散过程加快，β值越小，

溶质扩散的非局域性越强，非均质介质中形成的快

速溶质通道对于计算结果的影响越明显，从而导致

扩散加快，峰值减小，峰现时间提前，溶质浓度越早

趋于稳定，扩散达到稳定时的溶质浓度也越小。非

局域性使得反常扩散比正常的扩散过程更快。

２．２　分数阶对溶质运移物理参数的影响

在前述理想计算条件下设置不同的流速狏、弥

散系数犇，对比分数阶与整数阶方法对溶质运移过

程中物理参数改变的影响。图２（ａ）、２（ｂ）设置弥散

系数犇＝０．１５ｍ２／ｍｉｎ，分别计算引入分数阶前后

（α＝１．０、０．６、０．２，β＝２．０、１．６、１．２）改变流速（狏＝０、

０．０１、０．０２、０．０３ｍ／ｍｉｎ）对穿透曲线形态的影响；

图２（ｃ）、２（ｄ）设置流速狏＝０．０１，分别计算引入分

数阶前后（α＝１．０、０．６、０．２，β＝２．０、１．６、１．２）改变

弥散系数（犇＝０．１０、０．１５、０．２０、０．２５ｍ２／ｍｉｎ）对穿

透曲线形态的影响。

图２　α和β对对流弥散方程系数（狏、犇）敏感性分析

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔαａｎｄβｔｏｖｅｌｏｃｉｔｙ狏ａｎｄＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ犇

　　分数阶导数对弥散系数改变的影响见图２（ａ）、

２（ｂ）。当α、β确定时，增大流速狏主要导致穿透曲

线下降阶段斜率增加，而峰现时间几乎不变。这是

由于流速为时间相关参数，主要影响穿透曲线的滞

时效应（即拖尾现象），而对空间差异导致的非高斯

分布影响较小，只有当β为非整数阶时，狏的改变才

使得峰现时间出现小幅变化，这应与分数阶阶数性

质相关，而与流速的改变无关。减小α和β都会使

得穿透曲线的峰值及尾部相对变化率增加，并且随

着狏的增大，阶数不同带来的差异性逐渐增大。这

种现象可以被解释为α的时间记忆性和β的空间非

局域性使得方程对于流速参数狏更加敏感，使得穿

透曲线的拖尾现象更加明显，且α和β越小这种特

性的影响越强。

分数阶导数对流速改变的影响见图２（ｃ）、

２（ｄ）。当α、β确定时，增大弥散系数犇主要使得穿

透曲线的峰现时间提前，而对峰值几乎没有影响。

这是由于弥散系数为空间相关参数，主要影响穿透

曲线的非高斯分布，而对幂律拖尾现象几乎没有影

响，只有当α为分数阶时，犇的改变才使得峰值出现

小幅变化，这应与分数阶阶数性质相关，而与弥散系

数的改变无关。减小α、β使得穿透曲线的峰现时间

变化率增大，并且随着犇的增大，阶数不同带来的

差异性逐渐增大。这种现象可以被解释为分数阶的

引入使得方程对参数犇更加敏感，β的空间非局域

性使得同一时间空间上的所有点都对观测点的溶质

·９０５·
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浓度产生影响，因而使得溶质扩散加快，β越小这种

影响更加明显，故减小β值会削弱弥散系数改变带

来的差异。

３　案例分析

３．１　野外试验情况

潜流带场地位于新安江水文试验站的试验场

（１１７°４７′Ｅ，２９°４３′Ｎ），区域内地形切割强烈，河道表

层介质以砾石、砂石为主，松散岩类孔隙水和红层孔

隙裂隙水是流域内最为主要的地下水，介质非均质

性强、贮水性差，地表地下水交换作用强烈。选择

河道近岸处５ｍ×７ｍ区域为试验区，上游设置一

注射井，观测井下游１．５ｍ设置间隔１ｍ的３×５观

测井群（编号犃１、犃２、犃３、犅１、犅２、…、犈１、犈２、犈３），观

测井及注射井均打入距离河道表面０．５ｍ深处，注

射井底部０．１ｍ宽度侧壁上均匀分布细孔，每个观

测点位设置３个观测井，分别在地下距离河床表面

０．１、０．３、０．５ｍ处设置一细孔（分别编号１、２、３），３

个纵深下的介质从上至下由大块碎石逐渐转为砂

砾，试验期间河道温度为２３．５～２４．３℃。试验场地

与点位分布见图３。

图３　试验场地与点位分布

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｅｓｔｓｉｔｅａｎｄｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｓｏｆｉｎｊｅｃｔｉｏｎａｎｄｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓ

　　在试验区内进行示踪试验。向注射井中注入质

量浓度为２５０ｍｇ／Ｌ的红色溴离子溶液７．５Ｌ，从溶

质注入开始间隔５ｍｉｎ抽取观测井中河水并监测溴

离子质量浓度。试验期内，测得试验区域内的平均

水深为０．３ｍ，地表水流速为０．４～１．７ｍ／ｓ，试验开

始５ｍｉｎ后在观测井犃２中监测到溴离子质量浓度

发生明显变化，同时观察到红色溶液溢出观测井外

壁，证明试验区内发生强烈的潜流交换。

３．２　模拟结果分析

根据监测所得溶质数据，首先分别运用经典一

维、二维整数阶对流弥散方程解析解进行参数反演。

在此基础上，运用分数阶方程对溶质数据进行拟合，

计算采用的流速狏、弥散系数犇、阻滞因子犚ｄ与对

应解析解反演参数相同，得到时间、空间分数阶阶数

α、β值见表１。

表１　模型参数

Ｔａｂ．１　ＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数
确定

方法

一维条件 二维条件

犃２１ 犃２２ 犃２３ 水平 垂直

潜流带流速狏／（ｍ·ｍｉｎ－１）

弥散系数犇／（ｍ２·ｍｉｎ－１）

阻滞因子犚ｄ

整数阶

反演

０．４４０．４３０．８０１．０５ ０．０３

０．６５０．１００．２５０．５５ ０．０１

２０ ９ １４ １７

时间分数阶α

空间分数阶β

分数阶

反演

１ １ １ １

１．５４１．４９２．００１．９０ １．９５

　　值得注意的是：所有溶质数据均来自犃２点位，

犃２１、犃２２、犃２３这３个观测点位在水平面内位置一

致，而纵向深度有所差异。在进行一维模型设计时，

溶质的迁移路径被简化为由注射井注射孔出发到观

测井犃２不同深度３个观测点犃２１、犃２２、犃２３的一维

直线。观测井到不同点位的直线距离均近似于观测

·０１５·
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井与注射井间的水平直线距离（１．５ｍ），而潜流带

介质在纵深方向上的强非均质性给溶质迁移提供了

快速通道，使得溶质运动的变异性增强。因此，溶质

穿透曲线表现出的不同形态的原因为溶质在强非均

质性潜流带介质中迁移的路径差异，表现在模型参

数设计上即为迁移路径的流速狏、介质的弥散系数

犇及阻滞因子犚ｄ存在差异。针对二维模型，溶质

在介质中传输路径的差异已通过设置纵深不同体

现，故３个观测点的参数保持一致。

从模拟结果来看，３个测点的时间分数阶导数α

均取１，这是由于试验场地河床的介质粗大，潜流流

速大，溶质迁移伴随的拖尾现象并不显著，溶质迁移

的滞时效应不明显。对比之下，３个测点的物理参

数及空间分数阶导数存在较大差异，这与试验场地

介质强烈的非均质性有关。

结合试验现场情况：测点犃２１周围介质以大块

卵石、碎石为主；测点犃２３周围介质以砾石、砂石为

主，虽分属不同介质带，但整体位于浅层埋深且介质

的非均质性相较测点犃２２不高；而测点犃２２位于卵

石与砾石地交界带，介质的非均质性极强，从微观角

度看，溶质在其中的迁移路径更加复杂，见图４。溶

质在孔隙度大的上层（犃２１）迁移时通过速度快，其

中：中间层（犃２２）迁移时部分溶质优先经过快速通

道到达观测点，下层（犃２３）介质层致密导致溶质通

过速度较上层、中层低；弥散系数反映溶质在介质

中的弥散作用强度，介质固体骨架导致的流速分

布不均是产生弥散的根本原因，在均质、大孔隙介

质中的弥散作用强，而中间层砾石颗粒填充卵石

孔隙的非均质介质大大降低了溶质的弥散作用，

因此中间层的弥散系数小于上下两层；犚ｄ的大小

是介质层吸附能力、水力条件、溶质质量浓度共同

作用的结果，弥散和扩散作用相对对流作用影响

越大时犚ｄ越小
［３２］，随着介质颗粒粒径增大有效孔

隙度增大、总孔隙度减小，中间层介质非均质性

强、粒径变异性大，有效孔隙度和总孔隙度小于上

下两层，对流作用减弱，因此犚ｄ小。一维模型物理

参数的反演结果得到验证且具有物理意义，同时进

一步证明了在潜流带中介质的强非均质性极大地影

响了溶质运移的特征。

介质的强非均质性同时会影响空间分数阶导

数β的取值：上下层的空间分数阶导数明显大于中

间层。这是由于空间分数阶β表示介质空间的非

均质性，β越小，介质的非均质性越强、对溶质运移

的阻滞作用也越强。下层介质以砂砾为主，颗粒

介质细密、总孔隙度大，对应空间分数阶导数β最

大；上层介质为大块卵石，介质孔隙度大且对溶质

的阻滞效果小；中间层属于混合介质层，砂石颗粒

填充卵石间孔隙，形态不一的孔隙形成多种渗透

通道，介质的非均质性极强，因此对应２的空间分

数阶导数明显小于其余两点，故也可证明参数设置

的合理性。

图４　溶质在不同介质中的迁移路径

Ｆｉｇ．４　ｓｏｌｕｔｅｍｉｇｒａｔｉｏｎｐａｔｈｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｄｉａ

整数阶和分数阶解的拟合曲线见图５。在两

种维度的模拟中，分数阶的模拟效果在描述峰现

时间、峰值质量浓度、穿透曲线形态、质量浓度下

降阶段溶质的拖尾现象中均具有更好的效果，证

明时间、空间分数阶导数的引入可以更加精确地

刻画非均质介质中的溶质扩散过程，对于溶质消

散阶段发生的拖尾现象描述更加理想。同时注意

到，在计算初始上升阶段，两种方法的模拟结果均

不理想，尤其是在初始两个观测时刻，犃２１点位的

分数阶方法模拟效果反而不如传统解析解。这是

由于初期浓度上升速度快，数值解振荡计算的误

差被放大，而在后期溶质扩散过程趋缓、计算稳定

后，数值解的计算误差减小，分数阶数值解对于穿

透曲线尾部描述的优越性得以体现。

与一维模拟结果相比，二维方程模拟得到的穿

透曲线的拟合程度并不理想。犃２２测点的峰现时间

明显比实测值提前；犃２３测点穿透曲线后段模拟的

溶质质量浓度也明显比实测值要高；相较而言，犃２１

测点的模拟结果仍比较理想。尽管二维分数阶模拟

结果较解析解而言在上述方面有了进步，但二维的

模拟结果仍不如一维，具体原因将在４．２节进一步

讨论分析。

·１１５·
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图５　解析解、分数阶数值解穿透曲线对比

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｂｒｅａｋｔｈｒｏｕｇｈｃｕｒｖｅｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

４　讨　论

４．１　分数阶与整数阶模拟结果对比

进一步量化两种计算方法对于实测数据的拟

合效果。引入均方根误差（ＲＭＳＥ）和拟合优度

（犚２）两种评价指标判断模拟值同观测值之间的偏

差以及模型的优劣，计算结果见表２。

表２　解析解与分数阶数值解模拟结果评价

Ｔａｂ．２　Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

维度 评价指标
犃２１ 犃２２ 犃２３

解析解 分数阶 解析解 分数阶 解析解 分数阶

一维
ＲＭＳＥ ０．４６ ０．４４ ０．７１ ０．５６ １．０６ １．０３

犚２ ０．７０ ０．７２ ０．９８ ０．９９ ０．５４ ０．８１

二维
ＲＭＳＥ １．２７ ０．６８ ３．４８ ２．７０ １．８６ １．４６

犚２ ０．６８ ０．７２ ０．４９ ０．６５ ０．５４ ０．７５

　　从两种评价指标来看，分数阶数值解法计算得

到的结果均方根误差更小、拟合优度更高；从穿透曲

线的拟合效果来看，分数阶数值解法模拟的穿透曲

线形态更加贴近实测数据，尤其是在峰现时间和溶

质质量浓度下降阶段的表现更加突出。这是由于潜

流带介质非均质性强，不同尺度的孔隙在介质中形

成复杂的强渗透通道，溶质的传输路径多样，通常使

得穿透曲线峰现时间推后、尾部产生拖尾现象。传

统的对流弥散方程对于介质的描述单一，适用于模

拟均质介质中的溶质迁移过程，难以很好地描述潜

流带的溶质运移特性，而时间分数阶α的引入体现

了溶质运移过程中的滞时效应，空间分数阶β的引

入更加详细地描述介质的空间非均质性。在本试验

中，由于砾石河床质高流速、强非均质性的特点，空

间分数阶导数β起到主要作用，而时间分数阶导数

α的滞时效应并不显著，但在低流速的潜流带溶质

运移过程中，α的影响将凸显。因此，α和β两者共

同作用对于描述潜流带中的溶质运移现象具有标志

性意义。

４．２　一维与二维模拟差异

从模拟结果（图５和表２）看，二维模拟的效果

整体不及一维好，但二维分数阶的模拟效果依然优

于二维解析解。这种现象可以由以下原因解释：研

究区潜流带介质颗粒呈现上大下小分布，复杂的介

质颗粒排布在水流及溶质的迁移路径中形成快速通

道，这导致部分溶质从注射井出发通过快速通道更

快地到达观测井；而另一部分溶质则在小孔隙通道

中更加缓慢地迁移，强烈的介质非均质性离散了溶

质的迁移特征，增强粒子运动的随机性，延长了尾部

溶质的滞留时间。

·２１５·
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从分数阶参数设置来看：采用一维模型描述溶

质运移时，可以通过设置不同的空间分数阶导数β
描述溶质粒子在不同运动轨迹下的离散化特征，

而二维模型中的空间分数阶导数取值实际上是二

维空间内溶质粒子运动的最大共性解；从物理参

数的设置来看，由于研究区潜流带存在多维水流，

使用一维对流弥散方程进行模拟时设置了不同的

流速狏和弥散系数犇以模拟溶质到达不同纵深点

位所经过的路径存在差异，而二维对流弥散方程

在计算时设置统一的水流、介质参数，仅通过狔方

向的坐标体现３个测点间差异，难以对潜流带介

质的复杂特性进行准确描述。此外二维模拟中，

靠近河床表面的犃２１和犃２３测点的模拟结果优于

犃２２测点。结合现场试验的情况（图４、图５），犃２１

测点所在埋深处介质仍以大块卵石、碎石居多，水

流流速和介质孔隙度大，对于溶质运输的阻滞作

用小，犃２３测点所处埋深介质以砾石、砂石为主，由

介质非均质性造成的影响小；而犃２２测点所处埋深

介质由大块卵石转为砂石，介质非均质性增强，水

流形态复杂，介质强烈的非均质性对溶质运移作

用，使得二维的模拟产生较大偏差，同时也证明了描

述介质的非均质性对精确模拟潜流带溶质运移过程

的重要性。

二维模型和一维模型本质上存在理论差异，因

此各适应的模拟条件有所不同。其中：一维模型的

优势在于可以通过参数设置描述纵深方向介质非均

质性导致的溶质粒子迁移路径差异，对不同深度的

监测点位的溶质质量浓度变化模拟有良好表现；二

维模型的优势在于模拟强非均质性介质条件下溶质

受到滞时效应和超扩散现象的影响，在水平面内到

达不同点的迁移特征差异。尽管二维分数阶模拟结

果在本试验中并不理想，但可以预见，若能在等深水

平面上观测到更多点位的溶质数据（如犃１、犃３、犅１

…），将二维分数阶的坐标系放置于水平面，在没有

纵深方向介质差异导致的水流、介质参数差异前提

下，二维分数阶模型将具有更加适用的场景。此外，

若想在纵深方向上提高二维分数阶模拟的准确性，

可以考虑将流速、介质参数在纵深方向进行分层设

置以提高模拟的准确性。

５　结　论

从分数阶方程的物理意义上看：α体现溶质运

移过程的历史记忆性，α减小，穿透曲线峰现时间滞

后、溶质质量浓度下降速度减缓、曲线趋于扁平且拖

尾性增强；β体现扩散行为的空间非局域性，β减小，

穿透曲线峰现时间提前、溶质扩散速度加快。

分数阶的引入使得方程对流速和弥散系数的敏

感性增强，对流速的敏感性主要体现在峰值即尾部

的浓度值变化，对弥散系数的敏感性主要体现在峰

现时间的改变，同时发现，α和β越小，这种对于时

间、空间参数的敏感性越高。

结合野外示踪试验对比整数阶和分数阶分别在

一维和二维的模拟结果证明：分数阶方法对于潜流

带溶质运移的模拟效果较传统方法更好，尤其是对

于穿透曲线中溶质的峰现时间及拖尾现象的描述准

确；二维方程的模拟结果由于在参数设置上将各测

点概化为相同的参数，难以体现潜流带非均质性强

的特点，故使用一维方程的模拟结果更优。因此，一

维分数阶方法最可以弥补传统对流扩散方程无法

描述潜流带介质非均质性程度高的缺陷，二维分数

阶方法在无须考虑纵深介质均质性导致的流速、介

质参数设置差异的水平面溶质运移模拟中也具有积

极意义。
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［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｙｄｒｏｌｏｇｙ，２０２１，５９３：１２５８６０．ＤＯＩ：

１０．１０１６／ｊ．ｊｈｙｄｒｏｌ．２０２０．１２５８６０．

［１３］　ＳＨＥＲＭＡＮＴ，ＲＯＣＨＥＫＲ，ＲＩＣＨＴＥＲＤＨ，ｅｔａｌ．

ＡｄｕａｌｄｏｍａｉｎｓｔｏｃｈａｓｔｉｃＬａｇｒａｎｇｉａｎｍｏｄｅｌｆｏｒｐｒｅ

ｄｉｃｔｉｎｇｔｒａｎｓｐｏｒｔｉｎｏｐｅｎｃｈａｎｎｅｌｓｗｉｔｈｈｙｐｏｒｈｅｉｃｅｘ

ｃｈａｎｇｅ［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＷａｔｅｒＲｅｓｏｕｒｃｅｓ，２０１９，１２５：

５７６７．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｄｖｗａｔｒｅｓ．２０１９．０１．００７．

［１４］　ＴＡＴＥＩＳＨＩＡＡ，ＲＩＢＥＩＲＯＨＶ，ＬＥＮＺＩＥＫ．Ｔｈｅ

ｒｏｌｅｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｏｒｓｏｎａｎｏｍａ

ｌｏｕｓｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．ＦｒｏｎｔｉｅｒｓｉｎＰｈｙｓｉｃｓ，２０１７，５：５２．

ＤＯＩ：１０．３３８９／ｆｐｈｙ．２０１７．０００５２．

［１５］　ＧＡＯＦ．Ｇｅｎｅｒａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｉｎｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｗ

ｅｒｌａｗｋｅｒｎｅｌａｐｐｌｉｅｄｔｏｍｏｄｅｌａｎｏｍａｌｏｕｓｄｉｆｆｕｓｉｏｎ

ｐｈｅｎｏｍｅｎａｉｎｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｔｈｅｒｍａｌ

Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０１７，２１（ｓｕｐｐｌ．１）：１１１８．ＤＯＩ：１０．２２９８／ＴＳ

ＣＩ１７０３１０１９４Ｇ．

［１６］　ＭＡＲＴＳＪＣ，ＴＡＭＩＬＳＥＬＶＡＮＡ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒａｎｏｎｌｏｃａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈＣａｐｕｔｏ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０２１：１１７．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１２１９００２１

０１５０１４．

［１７］　ＺＨＯＵＨＣ，ＬＵＣ，ＧＵＯＢＺ，ｅｔａｌ．ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ

ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒａｎｕｎｓｔａｂｌｅｔｉｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｎｏｍａｌｏｕｓ

ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｔｒｏｌｍａｔｃｈｅｄｄｉｓ

ｔｕｒｂａｎｃｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＲｏｂｕｓｔａｎｄ

ＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｏｎｔｒｏｌ，２０１９，２９（１３）：４３８４４４０１．ＤＯＩ：１０．

１００２／ｒｎｃ．４６３２．

［１８］　ＪＡＪＡＲＭＩＡ，ＢＡＬＥＡＮＵＤ．Ａｎｅｗｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓｉｎ

Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０２０，８：２２０．ＤＯＩ：１０．３３８９／ｆｐｈｙ．２０２０．００２２０．

［１９］　ＮＩＫＡＮＯ，ＭＡＣＨＡＤＯＪＡＴ，ＧＯＬＢＡＢＡＩＡ．Ｎｕ

ｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒｒｅａｃ

ｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌａｒｉｓｉｎｇｉｎｃｏｍｐｏｓｉｔｅｅｎｖｉｒｏｎ

ｍｅｎｔｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０２１，８９：

８１９８３６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｐｍ．２０２０．０７．０２１．

［２０］　ＳＲＩＮＩＶＡＳＡＫ，ＲＥＺＡＺＡＤＥＨＨ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｅｌｅｇｒａｐｈ

ｅｑｕａｔｉｏｎｖｉａｗａｖｅｌｅｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ

ｏｆＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉｅｎｃｅｓＮｕｍｅｒｉｃａｌＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０２１，２２

（６）：７６７７８０．ＤＯＩ：１０．１５１５／ｉｊｎｓｎｓ２０１９０３００．

［２１］　ＢＡＬＥＡＮＵＤ，ＪＬＥＬＩＭ，ＫＵＭＡＲＳ，ｅｔａｌ．Ａｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｗｉｔｈｔｗｏｓｉｎｇｕｌａｒｋｅｒｎｅｌｓａｎｄａｐｐｌｉ

ｃａｔｉｏｎｔｏａｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２０２０，２０２０（１）：１１９．ＤＯＩ：１０．

１１８６／ｓ１３６６２０２００２６８４ｚ．

［２２］　ＡＢＯＵＥＬＲＥＧＡＬＡＥ，ＡＨＭＡＤＨＡ．Ｍｏｄｉｆｉｅｄｔｈｅｒ

ｍｏｅｌａｓｔｉｃｆｒａｃｔｉｏｎａｌｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｓｉｎ

ｇｌｅｌａｇａｎｄｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆＡｐｐｌｉｅｄａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２１，７（３）：

１６７６１６８６．ＤＯＩ：１０．２２０５５／ＪＡＣＭ．２０２０．３３７９０．２２８７．

［２３］　ＣＡＩＧ，ＨＡＮＢ，ＺＨＯＵＡ，ｅｔａｌ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｂｏｕｎ

ｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｌｆｏｒｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓｕｎｄｅｒｃｙｃｌｉｃ

ｌｏａｄｉｎｇ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＧｅｏｔｅｃｈｎｉｃｓ，２０２２，１４１：

１０４５２９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃｏｍｐｇｅｏ．２０２１．１０４５２９．

［２４］　ＭＡＳＣＡＲＥＮＨＡＳＰＶＳ，ＣＡＶＡＬＣＡＮＴＥＡＬＢ．

Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｔｏｓｏｌｖｉｎｇｔｒａｎｓｉｅｎｔｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ

ｆｌｏｗｐｒｏｂｌｅｍｓｕｓｉｎｇａｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｔｅｒｍ［Ｊ］．

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２２，２２（１）：

０４０２１２６２．ＤＯＩ：１０．１０６１／（ＡＳＣＥ）ＧＭ．１９４３５６２２．

０００２２５１．

［２５］　ＧＨＡＺＡＬＭ，ＢＥＨＲＯＵＺＭ．Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇｓｏｌｕｔｅｔｒａｎｓ

ｐｏｒｔｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓａｎｄｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｐｏｒｏｕｓｍｅｄｉａ

ｕｓｉｎｇｓｐａｔｉａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｄｖｅｃｔｉｏｎｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

［Ｊ］．ＳｏｉｌａｎｄＷａｔｅｒＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１８，１３（１）：１８２８．

ＤＯＩ：１０．１７２２１／２４５／２０１６ＳＷＲ．

［２６］　ＢＯＵＺＩＤＩ，ＭＡＩＲＥＪ，ＡＨＭＥＤＳＩ，ｅｔａｌ．Ｅｎｈａｎｃｅｄ

ｒｅｍｅｄｉａｌｒｅａｇｅｎｔｓｄｅｌｉｖｅｒｙｉｎｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ

ｓｏｉｌｓｕｓｉｎｇｓｕｒｆａｃｔａｎｔｆｏａｍ［Ｊ］．Ｃｈｅｍｏｓｐｈｅｒｅ，２０１８，２１０：

·４１５·

第２０卷 第３期　南水北调与水利科技（中英文）　２０２２年６月　



生态与环境

９７７９８６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃｈｅｍｏｓｐｈｅｒｅ．２０１８．０７．０８１．

［２７］　ＮＩＥＳ，ＳＵＮＨＧ，ＺＨＡＮＧＹ，ｅｔａｌ．Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｔｒｉｂｕ

ｔｉｏｎｏｆｓｕｓｐｅｎｄｅｄｓｅｄｉｍｅｎｔｕｎｄｅｒｓｔｅａｄｙｆｌｏｗ：Ｅｘｉｓｔ

ｉｎｇｔｈｅｏｒｉｅｓａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｄｉｓ

ｃｒｅｔｅＤｙｎａｍｉｃｓｉｎＮａｔｕｒｅａｎｄＳｏｃｉｅｔｙ，２０１７，２０１７．

ＤＯＩ：１０．１１５５／２０１７／５４８１５３１．

［２８］　ＷＡＮＧＭ，ＳＨＵＬＣ，ＺＨＡＯＧ，ｅｔａｌ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｒｉｐｒａｐｍｏｖｅｍｅｎｔｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｒａｎ

ｄｏｍｗａｌｋｉｎｇｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｗａｔｅｒ，２０２１，１３（１９）：２６６９．

ＤＯＩ：１０．３３９０／ｗ１３１９２６６９．

［２９］　ＬＩＵＸＴ，ＳＵＮＨＧ，ＺＡＮＧＹ，ｅｔａｌ．Ａｓｃａｌｅｄｅｐｅｎｄ

ｅｎｔｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｔｉｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，

２０１９，６３（３）：４２９４４２．ＤＯＩ：１０．４８５５０／ａｒＸｉｖ．１７１１．０６４５０．

［３０］　庄平辉，刘发旺．空间时间分数阶扩散方程的显式差

分近似［Ｊ］．高等学校计算数学学报，２００５（Ｓ１）：２２３

２２８．（ＺＨＵＡＮＧＰＨ，ＬＩＵＦＷ．Ａｎｅｘｐｌｉｃｉｔａｐｐｒｏｘｉ

ｍａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｓｐａｃｅｔｉｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

［Ｊ］．ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＡＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎｅｓｅ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ，２００５，（Ｓ１）：２２３２２８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））ＤＯＩ：

ＣＮＫＩ：ＳＵＮ：ＧＤＳＸ．０．２００５Ｓ１０４３．

［３１］　周璐莹，吴吉春，夏源．二维分数阶对流弥散方程的

数值解［Ｊ］．高校地质学报，２００９，１５（４）：５６９５７５．

（ＺＨＯＵＬＹ，ＷＵＪＣ，ＸＩＡＹ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｄｖｅｃｔｉｏｎｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉ

ｅｎｃｅｓ，２００９，１５（４）：５６９５７５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））ＤＯＩ：１０．
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