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马斯京根模型改进新思路

王家彪,雷晓辉,廖卫红,王  浩

(中国水利水电科学研究院 流域水循环模拟与调控国家重点实验室, 北京 100038)

摘要: 马斯京根模型基于水量平衡原理和线性槽蓄假定而建立, 模型自提出以来不断得到改进。归纳起来, 模型改

进思路主要体现在水量平衡微分方程、槽蓄方程以及参数取值三方面。在已有模型改进思路基础上,通过引入组合

流量系数, 尝试构建新的马斯京根演进模型。模型以同一断面历史多时刻流量线性组合代替槽蓄方程中当前单时

刻流量, 并采用微分进化算法进行模型参数率定。以滦河大黑汀水库以下至滦县河段为例, 分别选取不同量级的

10 次代表性水流过程进行模拟。结果表明,模型模拟精度较未改进得到了提高。
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A new idea for modifications of the Muskingum routing model

WANG Jia2biao , LEI Xiao2hui, L IAO Wei2hong , WANG H ao

( S tate K ey L aborator y of S imulation and Regul ation o f Water Cy cle in River Bas in, I WH R, Beij ing 100038, China)

Abstract:Based on the pr inciple o f w ater balance and the hypot hesis of linear channel stor age, the Muskingum routing model has

been established and modified all the time. In general, the modifications ar e mainly focused on the differentia l equation of w ater

balance, t he equation of channel stor age, and the parameter calibration. On the basis of prev ious studies, this paper established a

modified Muskingum model. In the modified model, t he cur rent sing le per iod flow w as substituted fo r the combination of histor i2

cal f low s at the same cross section w ith the combination coefficient o f flow. Then, the parameters w ere calibrated w ith the dif2

fer ential evo lution algo rithms. The reach of Daheiting Reservo ir to Luanx ian in Luanhe River w as used as a case st udy, and 10

differ ent flows w ere select ed for simulat ing and demonstrating t he validity of the pr oposed model. The r esults suggested t he po2

tential improvement in flow simulat ion.

Key words: channel sto rag e; modificat ion; parameter calibration; stor age flow; combination of co efficient; differ entia l ev olut ion a l2
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  马斯京根从水量平衡方程和槽蓄方程出发, 假

定河段槽蓄由柱蓄和楔蓄两部分组成, 并与河段进

出口断面流量满足线性关系。模型基本方程为:

dS( t) / dt= I ( t )- Q( t) ( 1)

S( t)= KQc( t)= K ( x I ( t )+ (1- x ) Q( t ) ) (2)

式中: K 为槽蓄系数( s) ; x 坦化系数, 无量纲; K、x

统称为演进系数; S ( t ) 为河段 t 时刻的槽蓄水量

( m
3
) ; I ( t ) , Q( t )分别为河段上游断面的入流量及
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下游断面的出流量( m3 / s) ; Qc( t)为示储流量, 代表

河道相应蓄量下的稳定过流流量( m3 / s)。

采用差分格式可以求解式( 1)和( 2) , 得到马斯

京根模型演算表达式如下:

Q2= C0 I2 + C1I 1+ C2Q1 ( 3)

式中: I 1 , I 2 为计算时段初始和结束时河段入流流量

( m3 / s) ; Q1 , Q 2为计算时段初始和结束时河段出流

流量( m
3
/ s) ; C0、C1、C2 为演算系数, 可由演进系数

K、x 计算得出。

马斯京根模型应用于河道演算,计算简单,对河

道地形数据要求低, 参数估计灵活,能达到扩散波方

程差分求解的计算精度。模型在实际运用过程中也

显现出一些不足
[ 1]
,主要包括以下几点。

(1)模型假定河段槽蓄量与其进出口断面流量

存在线性关系, 这一假定存在局限性, 对于平原区、

静态槽蓄较大的河流假定难以成立。

(2)模型未能很好地反映河流水力特征, 演进系

数 K , x 的确定具有很强的经验性和主观性,系数还

具有时变特性。

( 3)差分方法求解微分方程存在数值误差。

( 4)部分情况下模型初值出现负值, 同时模型只

进行水流单向演进, 未考虑回水。

由于存在上述不足,模型在运用中常根据实际情

况加以改进。本文对国内外马斯京根模型改进研究

进行归纳总结,在此基础上,提出一种新的改进思路,

以期提高模型模拟精度,扩大模型适用范围。

1  模型研究进展

1. 1  水量平衡微分方程求解的改进
差分方法求解水量平衡微分方程存在截断误

差,方程式左边数值计算产生了关于空间项的一阶

误差。Cunge及Wang 等[ 223] 利用泰勒展开对模型

差分格式求解所产生的截断误差进行了分析, 给出

了系数的表达计算式及稳定条件,同时确定了马斯

京根模型差分演算方程等价于具有二阶差分格式的

对流扩散方程。Nash [ 4] 首先从汇流角度联立水量

平衡微分方程式( 1)和蓄量方程( 2)推导了出流与入

流的理论关系表达式。Gelegenis[ 5] 在传统马法差

分求解基础上给出了半隐式与隐式的求解方程, 并

进行了精度分析比较和误差分析。赵人俊[ 6]对比分

析了差分解与积分解的相关问题及优缺点, 得出马

斯京根积分解必然导致负效应, 不推荐选用。陆旻

皎
[ 7]
从微分方程数值求解角度将龙格库塔方法用于

马斯京根模型, 对其稳定和和误差进行分析, 得出了

龙格库塔数值积分求解其步长满足一定条件时可以

获得稳定四阶数值解。陈森林[ 8]则将线性马斯京根

模型改进为参数 K , x 随示储流量变化的非线性模

型, 并采用牛顿迭代方法求解, 演算精度得到提高。

易瑜 [ 9]从差分模型出发,给出差分方程一般形式并

指出其一阶隐式为马斯京根流量计算式。

马斯京根模型以水量平衡为基础,针对水量平

衡微分方程求解的改进思路主要是将蓄量方程中未

知量代入水量平衡方程中,实现迭代求解。

1. 2  槽蓄方程的改进
根据河道水位流量绳套曲线以及水位和河道蓄

量对应关系可看出, 河道蓄量与流量并不是简单的

线性关系,马斯京根线性演算其实是一种近似处理。

围绕槽蓄方程的改进正是以非线性模型引入为主要

思路。Gill
[ 10]
认为河道蓄量与流量关系是非线性

的, 非线性模型更能表达水流槽蓄关系,改善水流演

算精度。另一方面, 非线性模型仍保留了河道参数

为常数这一基本假定。Peruma
[ 1 1]
构建了一个参数

K , x 随时间动态变化的多线性模型,在这基础上,

翟家瑞[ 12] 提出了另一个改进思路,区分时段初末的

演进系数 K , x。

在有侧流情况下,模型多数是在相应时刻直接

将侧流并入河段首末断面, 或选择干、支流分别演

算
[ 13]
。当存在支流而又未能获知支流流量大小时,

这种支流演算方法不适用。OcDonnel[ 14] 以及 Kara2

han [ 15]等假定支流流量与河段入流存在稳定的线性

关系,由此改进了槽蓄方程和水量平衡方程。

关于槽蓄方程的改进虽然一直围绕线性假定展

开, 但在方程本构上并没有做出很大改变, 主要是在

McCarthy 和 Gill的模型基础上做进一步研究。

1. 3  参数取值的改进
模型除了线性假定外, 另一个问题便是参数的

常值假定。沿着河床不同位置或是随着流量的不同

其演进参数 K , x 是不同的。当河道地形差异不大,

流量本身变幅也不是很大时, 这一问题对模拟结果

的精度影响不大。但是对于一些天然河道, 尤其是

具有很大行洪滩地的阶梯状横断面河道,在建立对

枯水和洪水都有模拟要求的模型时, 参数动态变化

与调整问题不可避免。赵人俊 [ 16] 在讨论流域汇流

计算方法时, 引入马斯京根方法用于汇流, 并在分析

加里宁抵偿河长方法基础上给出了分段连续演算的

马斯京根模型。翟家瑞 [ 17]根据河道断面特性,对于

具有复式型、多级滩地横断面的河道水流演算, 依据

大断面形状的突变次数进行了流量分层计算。

Bir khead和 James
[ 18]
考虑到马斯京根模型在演算
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洪水时涉及河岸的调蓄能力, 对马斯京根模型进行

了修正,推导了带有河岸调蓄导水参数的更为一般

的马斯京根计算方程。易瑜[ 9] 对不同场次洪水分别

率定其演算系数,并对多场洪水演进系数进行综合

平均,得到马斯京根模型演算方程式。王海霞
[ 19]
等

对流量进行分级并分别率定其演算参数, 演算结果

表明流量分级下的变参数马斯京根模型精度更高。

综合上述模型改进思路, 在河道汇流原理基础

上,对马斯京根模型槽蓄方程中的示储流量计算进

行改进,提出引入组合流量的马斯京根模型。模型

通过对涨退水过程水面线的分析以及考虑河道对于

水流的滞蓄作用 [ 20] ,引入多时刻组合流量代替单一

时刻流量值,尝试给出新的示储流量计算方法。

2  引入组合流量的马斯京根模型

2. 1  改进马斯京根模型建立

方程( 2)中示储流量为当前 t 时刻入流 I ( t )和

出流 Q( t)的线性组合,而流域蓄水量或槽蓄量可表

示为入流或出流各阶时间导数的函数关系[ 21]
, 并且

各阶导数在具体计算时一般表示为前几个时段流量

的线性关系即可满足一般精度要求[ 22]。因此在槽

蓄方程(2)基础上假定示储流量不仅与当前 t 时刻

有关,而且与 t以前多个时间有关,示储流量是包含

t时刻及之前多个时刻出、入流量的线性组合。据

此对示储流量计算做修正,如下:

Qc= [ x I+ (1- x )Q] =

x E
t

k = t- n
w 1kI k+ (1- x ) E

t

k= t- n
w 2kQ k ( 4)

式中: w 1k和 w 2k分别为河段进出口断面多时刻流量

线性组合系数, 满足 E w 1k= 1, E w 2k = 1简化运用

时, w 1k和w 2k取为常数; n为进出口流量对槽蓄有影

响的时段数,代表了式中 k 的取值范围。

可以证明, 当 n取值合适时,式( 4)计算的示储

流量更接近于河道同一水位下的实际槽蓄水量。

对于传统马斯京根模型,下面两个假定是成立的:

( 1)河段流量沿程线性变化。

( 2)沿程流量与水位一一对应,断面水位对应槽

蓄是稳定流量为示储流量的河道槽蓄。

事实上,在流量沿程线性变化假定下,图 1中虚

线º 为计算水面线。结合绳套曲线(图 2) , 涨水时,

水位(槽蓄量)相同情况下由于存在附加比降, 流量

大于稳定情况下流量 [ 23] ,反过来, 同样流量下, 稳定

情况时的水位(计算值)高于涨水时水位(实际值) ,

实际水面线应比线性槽蓄假定下的计算水面线要

低,见图 1( a)。图中以上、下游断面竖直线段长度

示意流量大小,中间竖直虚线位置处流量大小由虚

线长度来示意,线 º 为涨水情况下槽蓄方程( 2)计算

的水面线,实线¹ 为涨水情况下考虑涨水附加比降

时的水面线。由图 1( a)可看出, 涨水时计算的蓄量

是偏大的(线 ¹ 与线º 所夹阴影面积)。同样对于落

水如图 1( b) , 计算的槽蓄量偏小。需要注意, 无论

是线 ¹ 还是线 º 都不是真实水面线, 当且仅当流量

沿程线性变化时线 ¹ 才为涨水情况下的水面线。由

于真实水面线 » 难以确定, 我们只能得出这样的结

论: 在满足流量沿程线性变化假定时, 线¹ 更接近真

实水面线。

图 1 涨落水时计算与实际河道槽蓄示意图
Fig. 1  T he sketch m ap of calcu lat ion and actual channel storage

图 2 涨落水流量- 水位绳套曲线

Fig. 2  T he loop cur ve of fl ow and w ater stage

in the f luctuat ion of w ater

以涨水为例, 对于给定河段, 假定参数 K、x 不

变,当 n合适时(保证处于涨水阶段) ,有 Qt- j < Qt,

I t- j < I t ,其中 j= 1, 2, n, Qt- j , Qt , I t- j , I t 分别表示河

段 t- j 时刻和 t时刻的出入流量。假设 t时刻河段

不考虑附加比降,满足假定 1和 2情况下的蓄水量为

S0 ,考虑涨水影响(不满足假定 2)时为 S1 , 则有:

S0 = K Qc= K [ x I t+ (1- x )Qt ] > S1 (5)

式中: K 为河段示储流量与其对应稳定流下槽蓄大

小的比例系数,同公式(2) ,与涨退水无关。

若要使 S1 = S0 ,即使河段计算槽蓄更接近实际

槽蓄,需减小 S 0。由于,

x E
t

k= t- n
w 1kI k+ (1- x ) E

t

k= t- n
w 2kQ k< x I t+ (1- x )Qt (6)

由式(6)可知,只要是在涨水阶段,就有式( 4)所

表达的示储流量就更符合实际情况。同样可以证明

落水情况成立。

这样得到引进组合系数下的改进马斯京根模型

表达式如下式(7)和(8) :
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dS ( t)
dt

= I ( t) - Q( t) ( 7)

S( t )= K Qc( t )= K x E
t

k= t- n
w 1kI ( k) +

(1- x ) E
t

k = t- n
w 2 kQ( k) ( 8)

若考虑下渗,假定
dS( t)
dt

= (1- f ) ( I ( t )- Q( t) ) ,

其中 f 为下渗系数, 取 n为 1,则有

dS ( t)
dt

= (1- f ) ( I ( t)- Q( t) ) ( 9)

S( t )= K Qc( t )= K x [ w 1 I t+ (1- w 1) I t- 1 ] +

K (1- x ) [ w 2Qt+ (1- w 2)Q t- 1 ] (10)

特别的,当 w 1 = w 2 = 11 0, f = 0 时, 方程( 9)、

(10)变为方程( 1)、( 2)。

仍采用差分方法求解水量平衡微分方程, 可得

到类似方程(3)的流量演进计算式,如下:

Q3= C1 I1 + C2I 2+ C3 I3 + C4Q1 + C5Q2 (11)

其中, 不考虑下渗时,

C1 = K x (1- w 1) / a, C2 =
$t
2 - K x (1- 2w 1 ) / a,

C3 = $t
2
- Kxw 1 / a, C4 = K ( 1- x ) (1 - w 2 ) / a,

C5 = - K (1- x ) (1- 2* w 2 )-
$t
2

/ a, a= K ( 1-

x )w 2+
$t
2
, C1+ C2 + C3+ C4 + C5= 1 (12)

考虑下渗时,只需要将 f 代入即可。

根据前文文献综述部分, 本文推导的马斯京根

模型是线性系统模型的一种特例
[ 24]
。

2. 2  改进模型常演进系数的处理
方程( 8)或( 10)中假定多时刻流量分别对于河

道槽蓄的影响程度固定不变,线性组合系数 w 1、w 2

取为常数。但线性组合系数大小与各组合流量大小

有关,尤其是相邻时刻流量变化较大时, 组合系数应

该变化较大。对于这一问题, 本文通过水流分级率

定的办法, 选择不同量级的水流分别进行参数率定

和演算。在实际出流断面流量预测时, 可由入流过

程确定并选择对应流量级别的参数, 再进行模拟预

测。流量分级参数率定考虑了同一河道不同类型、

不同量级水流具有不同的演进规律。

2. 3  改进模型参数率定

根据前文分析以及对比各种率定方法, 本文参

考文献[ 25] ,选择寻优效率高、收敛能力强的 DEA

方法对模型进行参数率定。DEA 方法无需二进制

编码,原理较为简单,易实现。

2. 3. 1  DEA 方法

微分进化算法 ( Dif ferent ial Evo lut ion Algo2

rithms, DEA) ,是 Rainer Storn和 Pr ice Kenneth为

解决多项式拟合问题而提出的实数编码随机搜索算

法, 算法模拟种群间个体合作与竞争方式寻优, 与遗

传算法类似。算法包括初始化( Init ialisat ion) ,变异

( M utat ion) , 交叉 ( Recombination ) 及选择 ( Sele2
t io n)四个环节 [ 25]。算法初始按一定规则随机生成

规模为的种群,然后通过种群内个体变异、交叉及选

择操作得到新个体, 并通过比较适应度函数值来确

定进化的下一代。在进化达到目标适应度或最大代

数 max Gen时, 进化结束。

2. 3. 2  参数率定
根据方程式( 11) , 若选择率定系数 C1、C2、C3、

C4、C5可以保证参数全局的最优,但此时退回到了统

计经验模型, 其率定反算的 K、x 不保证满足物理条

件,可能使参数率定失败。因此本文选择直接率定演

进参数 K、x 外加组合参数 w1、w2 , 以及下渗参数 f ,

率定参数共有 K、x、w 1、w 2 和 f 五个。另外,本文采

用分段式马斯京根模型,按给定演算时间步长等分河

道为多段进行演算,各河段内演算参数仍设定为相等。

采用微分进化算法进行参数率定,给定参数取

值范围, 其适应度函数为出口断面计算流量与实测

流量加权均方误差最小,见下式:

F= min E Xi (Q
obs

i - Q
cal

i )
2

( 13)

式中:加权系数 Xi = 1/ ( Q
ob
i + 1) 2 , 系数引入是为了

尽可能避免洪水过程中小流量计算误差的损失。

3  模型应用及结果

3. 1  研究区概况
滦河流域水资源紧缺, 河道水流预测精度的提

高有利于更为精细的水量调度工作。将改进马斯京

根模型应用于滦河大黑汀水库下游至滦县河段, 并

考虑支流青龙河以及区间入流对滦河干流流量的影

响, 青龙河演进流量汇入滦河干流后与干流一起向

下游演进见图 3。滦河大黑汀水库至滦县水文站河

段长约 911 5 km ,其中青龙河汇入口至滦县河段长

约 16 km ,河段入口有大黑汀水文站点(大黑汀(底

发溢) ) , 出口有滦县水文站; 青龙河桃林口水库起下

游河段长约 501 6 km, 入口有桃林口水文站点(桃林

口(河道二) ) ;青龙河支流沙河汇流由冷口水文站控

制, 沙河汇入口距桃林口水库约为 25 km。选取大

黑汀(底发溢)、滦县、桃林口(河道二)以及冷口 4个

水文站点 1990年- 2012 年有实测资料的 10 场不

同量级代表性水流过程进行演进分析(由滦县水文

站 1990年- 2012年期间实测流量进行分级) ,其中

流量资料为逐日过程。
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图 3 滦河大黑汀水库至滦县河段示意图
Fig. 3  Th e sketch map of Luanh e River

f rom Dah eit ing Reservoi r to Luan xian

3. 2  模型运用及结果分析

运用建立的模型进行水流演算, 演算采用分段

方式进行,给定计算时间步长为 1 h(小时流量由逐

日资料插值给定)。河道1 h 水流传播距离约为 6~

15 km,由此根据滦县水文站多年径流实测资料, 按

流量 1 000 m3 / s和 320 m3 / s将 10场次水流分为 3

级并分别确定空间等步长为 8、10、12 km。运用改

进模型对所选择流量过程进行演算, 结果见表 1。

为分析改进模型的优势,将计算结果与未改进模型

计算结果进行对比。部分水流演算逐日平均流量过

程见图 4, 参数率定结果见表 2。
表 1 10场次水流演算结果

T ab. 1  Calculation result s of 10 different fl ows

径流

场次

径流量级(峰值)

/ ( m3 # s21 )
时间

洪峰/ ( m 3 # s21 ) 洪峰相对误差( %) 起算时间起峰现时间/ h 峰现时间误差/ h

实测 改进前 改进后 改进前 改进后 实测 改进前 改进后 改进前 改进后

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

> 1 000

320~ 1 000

< 320

199127213至 8217 1 760 1 632. 35 1 626. 13 7. 25 7. 61 408 418 416 10 8

199527226至 8214 5 340 4 252. 19 4 397. 40 20. 37 17. 65 168 176 174 8 6

201227226至 8215 3 410 3 309. 49 3 246. 94 2. 95 4. 78 192 178 182 14 10

19902821至 8224 426 429. 13 425. 51 0. 73 0. 12 312 302 314 10 2

199327226至 8214 625 648. 52 631. 18 3. 77 0. 99 312 304 314 8 2

199727226至 8211 372 357. 53 359. 59 3. 89 3. 34 168 176 170 8 2

19982728至 7224 475 516. 70 489. 05 8. 78 2. 96 168 180 178 14 10

19982627至 6229 85. 5 81. 69 81. 32 4. 46 4. 89 264 252 252 12 12

200126212至 723 308 261. 80 272. 10 15. 00 11. 66 96 100 98 4 2

201028217至 929 126 141. 46 123. 49 12. 27 1. 99 168 170 170 2 2

图 4 滦河滦县水文站断面模拟与实测流量过程线
Fig. 4  Comparing of calcu lat ion an d observation f low du rat ion

curve at Luanxian s tat ion of Luanhe River

表 2 参数率定结果
Tab. 2  T he result s of parameter cal ibrat ion

参数 K / ( s# km21 ) x w 1 w 2 f

初始值 450. 00 0. 35 0. 75 0. 75 0. 010

率

定

值

> 1000/ ( m3 # s21) 479. 65 0. 30 0. 77 0. 77 0. 021

300~ 1000/ ( m3 # s21) 628. 20 0. 36 0. 84 0. 84 0. 029

< 300/ ( m3 # s21) 725. 10 0. 39 0. 88 0. 88 0. 035

注:表 2中由于是分段演算, K 的取值按每公里河道长度来给定。

由表 1和图 4可看出, 模型计算峰值误差基本

在 20%以内, 峰现时间误差在 24 h 以内, 模型模拟

精度较高。一方面, 对于所模拟的 10场次径流过

程, 无论是峰现时间还是峰值大小,改进马斯京根模

型普遍要比未改进模型模拟效果好, 模拟精度得到

提高。少数场次,例如场次 3虽然改进模拟的峰值

误差偏大,但峰现时间却更为准确。另一方面, 模型

模拟峰值流量普遍偏小、峰现时间靠后,峰值偏小与

区间汇流未能在模型中得到完全考虑有直接关系,

而峰现时间靠后则是由于在逐日平均流量资料条件

下河道汇流造成的峰值滞后未能得到很好地模拟。
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4  结论

马斯京根模型与水动力模型的结合以及模型的

不断改进给模型提供了更多的理论支持, 同时模型

本身入流条件、蓄量方程以及参数取定等方面仍存

在争论,模型一直处于改进中。本文简要分析了国

内外关于马斯京根模型的主要改进思路及改进方

向,对改进模型进行分类归纳。在这基础上, 通过引

入组合流量系数,以同一断面历史多时刻流量的线

性组合代替槽蓄方程中当前单时刻流量, 提出了模

型改进新思路。组合流量系数的引入给模型提供了

更多的调整空间, 也更能反映出流量的变化过程。

经过理论与实例分析, 改进模型较传统马斯京根模

型更好地模拟出了水流过程, 具有更高的精度。

本文建立的改进模型从传统马斯京根模型出

发,仍确定演进参数为常数,仅对有两组合流量系数

的情况进行了分析。同时, 河段出流量与入流量之

间关系密切,并不是引入组合系数越多越有利于计

算精度的提高, 因此可以进一步分析组合数量对模

型计算精度的影响, 给出对应于不同水流演进下的

最佳流量组合。
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